DOKAZOVANT PROGRAMLU
Doc.Ing,Jan Honzik,CSe - katedra politald FE VUT v Brrd

Jednim z ddleZitych cild soufasmjch trendd v llgnritli-
zacl 8 progremovdal jo snahm o dokazoviéni sprévnosti progress.
Programovani lze povaZavat zs nové odvitvi splikované matems-
tiky & program za rozedhly teords, vfzkﬂii- v této oblasti =
ji¥ dolii dobu vyznamnié zabyvé Dijkstra a jeho dossvadni vys-
ledky, jei v mnchéa smdry vnddeji zcala rovy pohled na algorit=
mizoci, progremovéni i ﬁrngra-nvaci Jaeyky, jsou uvedeny v jahe
publikaci [1] . Tanto pFispévek si klade za ¢il shrnout nejrd-
vaind)si poznatky v dokezovéni pregraml a ukdzat jejich splika-
g1 na nékolike piikladech rak, jik byly uvedeny vi{2],

1, Frugranuvgci jazyk

- -

ZobagnEni v?pnﬁttnihn Gkonu lzc chdpat dvujil zpbsoben,
Vezpdne si jako pfikled mechanisaus pro vypolet nejvitiiho spo—
leZného délitale &isel 111 e 259, Mechanismus operujici s &fs-
ly 111 a 259 lze zobecnit dvdma zplsoby: '

) rozdifit = explicitné stenovit t¥idu ﬁlnh npnrujininh mad
stejnymt argumepty (rozéifit dany mochanismus o nejmendi
spoleiny ndsobak Sissl 11i a 259, jsjich soufin, souZer std.}

b} rozdirfic tﬁidu'ﬁ%gu--ntn, pro nit bude platmy dang wvypolet-

ni. udkon, o '

Fro adely dok-:ﬁviniﬁﬁprivnn:ti-??pn&itnihu_ﬁkonu jn_neﬂpnrnl
vhodnéj#i druhy zpleob abstrakce. Mechanismus, kiery by pro-
dukoval vysledky nejrdzndjsich funkci hodnot 111 a 259, by se
a kazdym rozdifenim tFidy dwloh dokazoval obtifndji. Podabnou
v1Astnost nu-i rozéiftoni tFidy argumsantd,

vzhledsa k tomu, e cilem 3j& sprévnost algurit-u formou
88kazu, asni vhodné jeho definice elovni formou, Pro dafinici
algoritey se hledd vhadnd formélni notace. Jeji najddlatirdyid
viaatnosti je skutalnoat, Ze duvblujo.praeuvat s slgoritey ja-
ko s matematickymi objekty, UmoZnuje nap¥. dnk-zqvﬁt_tgnrinv
o t¥fidéch algoritad, protole jejich popis md uriitou shodnou
strukturdlni vlastnost, Algoritmia zapsanym .Za ulsies zpraco-
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vini na psliteli se Fikd progrem a formélng. nntnni-pro.jnjluh
datintel ss iz v yldiﬁit?nh 1stech zaZalo Fiket “programovaci
jazyk". Spajeni notace algoritad » pojnen 'leyk' adlo své
pfednosti, ale 1 zhvalnd nevyhody. Ne jednd strand byll v th
dobrd jezykovids vilui rﬁ:vtnuty. vidnia oborsm s4 svou tereaino-
logii 4 nntudﬁlngxi. N= druhi strand prirnz-ni"; nnfor-qlizo*-
vend - Jazyky, jimiZ se :lh?vuln._ﬁlrplji sveu mocnost 1 nedostat-
ky privl ze. svi ggg;g;;;;;; . peplesnpstil Z hinturinkiho hla~
dieks byls skutsinast, Xe prngr-nuv-ciho ja:yka sl¥e byt pou-
Sito jeks prostifedku pro Fizeni. ‘axistulicich poltitasd, pnvn!o-
véns. za jejich n-jdﬁlttitijii-vlultnn:t. Hlaviia kriteries kve-
ity jszyks byla ﬁetnnnlt. s nif byly gprogremy znp;nnﬁ v tomto
jezyce Fedany nu pobiteli, Daslodken titn ekutelnostl js ntzfid-
ka 89 vytkytujini odraz nejrizndjiich anomélii @ tachnickych
:vliitnniti sxistujicich poditedd v prngrl:nvanich Jarycich,
Tento ‘wliv :pﬂtnhuja zbytednou dalddi 1n&nluktuilni rbmahy. ;Fi
tvnrhi prugral& v takovych jezycich, Wovy plistup k programo-
vacis Jtzykb- se snaZi obnovit roviovdhu v tomto sayslu; eku-~
tolnost, Ze nlgnritlu: nii¥e byt tedon poéit.&t- #8 povalule

za u2icelnou okalmoer, Ktard nexauiind nexbytnd cesrrdlni. pos- .
taveni vs vieoh dvahéch. Programoveci jezyk js predeaviis pro~-
stfedek popisu porencidlsd velmi sloZitého sbetrekiniho mecha-
oismu.Mejviznaandjdi vll-tnd-tg“nlgnrit-u jo kompaktriost jeho
srouasntd, Ne nf zévisi dOvira v obecnost vﬂgnEetnihé--uchnntn-
su a tedy 1 spolshlivost vytveleného programu, Jakails ss po- -
rubi nebo ztrati tato kompaktnost, ztrdci slgoriteus privo ne
axistenci, UdrZani této kompsktnosti je tldr_#rﬂpflﬂ?l.ﬁhﬂli-,
kt-r? susi slldnv-t 1 volbs programovaciho jazyks, ' -

z. nu.-gu: metematicky sparét :

Fr-dpaklid-j--. 3o v prﬁhihu vypolty najvitiiho tpﬂluani-
he délitale dvou pFirnz-nvch Ziswl X,Y projdese stavy x,¥, pro’

.2 3 4 ﬂllti: m{!u]"]‘ - Hﬂl{x.‘f}' A ’43!-15‘{? LY

kde N3D je oznsieni funkce nejvétiiho npnl.&ného dalitels,
X,Y jsou konstanty pro urdity vypolet & urdujd podhtedni hod-
noty proeadnngch x,vy. Fuﬂabnf- v:tlhun budeme Fikat “podminky”
nebo “predikéty”.



Jestlife se systém po skonfeni své aktivity urlitd doa-
trana do atavu splhujiciho podminku P, pak Fikdme, Ze systém
uréitd ustavi pravdivest P, Kaidy predikit je definovén v
kaidém bodu stuv&%éhn prostoru ze pfedpokladu, *s v kaZdém
budu tohoto prostory méd hodnotu “trus” nebo “falss®, Nadéle
budeme predikdty poukivat pro oznadeni mnoZiny takovych bodd
stavového prostoru, v nichZ je predikdét pravdivy.

0 predikdtach P a Q Flksma, Zo J#ou 21 rovny ("PaQ"},
jestliZe oznafuji stejnou podminku nebo Ju&tliiu'u:naﬁuji
stojnou mnofinu stavlt, Dale budems poulivat dva apecidlni
prediksty s vyhrazenym oznalenim T @ F, T je predikit prav-
divy ve viech bodech uvaZovaného prostoru. Odpovidsjici mne-
zinou je universum., F 38 predikdt nspravdivy ve viech bodech
uva2ovaného prosteru a odpovida msu pnuiinn prézdni,

Pradpoklédeime vypofetni machanismus (déle Jen machenismus)
oznateny S a podminku R, kterou muai splhovat etav mechanismu
po skon&eni své aktivity, Podeinku R nazvime “konelnd pod-
minke* {angl. “postconditrion”). Pak zdépis wpi{S,R}  bude
nznaéovht nojslab3di Enﬁéfn&ni podminku {angl, “weakest
precondition™}, kterd zarufuje, fe mechaniesmue se dostane v ko-
nedné dobd do stavu splaujiciho konse&nou podminku R, Neni-11 -
nojslabii poZate&ni podminka splnéna, nelzs zarulit, e se '
mechanismus S dostane do stavu splnujiciho R, 4 kdyZ to ne-
solndni podminky mevylufuje, Pl nesplnini wp{S.R) ese miZe
mechanismus dostat do stavu nesplnujiciho R nebo do atavu ne-
kone&né sktivity, Situaci znézorfuje obr.l,

stavovy pirostor atavovy prostor
5
Ly
wp{S,R) e
i S
] S .
= § b

obr,.1, Znézorn&ni vysledku aktivity $ ve vzrahu k
nejslabdi poldteini podwince
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MnoZina viesch mofnych konsdn¥ch podainek pro dany macha-
niemus je tek rozadhld, Ze jejl znalost nap? v tabeldrni formé,
ktard by umoZnile rychlé urérni wp{S,R} je prakticky nazvlad-
mutelné, Proto je definice sémsntiky machaplamu dand ve formd
pravidel, popisujicich, jsk odvediae k dané konednd poduince
R otdpovidajici neslsbé{ poldteini podminku wp(5.R), Pro dany
sschanissus S a dany predikét R je pravidlo, je: dé za vyslew
dek wp{S.R} oznsfovdno jako “transformpace predikdté” o dafinu-
je se ji edasntike machanisauv 5, |

MejZastEit nés visk nezajimd dpind sémantiks sechanisau,
Mechanismu 3 poulivime pouze pro zvlaktni uéel - piro ustevend
pravdivosti urdivd konednd podminky R, pro niZ byl asschaniesus
navrZen, Ani pre tuto uréitou konefnou podminku R nds nezajims
pltesnd = 4plnk forme wp(S,R}, els obvykle o néco siinéjii *pog-
tafujici” podminka P, pro niZ plati
- P e wp(S R} pro viechny stevy,

Pak P je postadulici poéituﬁni podminka, V terminolegii mno-
3in to znamend, Zs mnoZina stevd oznafend P ja podmnoZinou
snoliny stavll oxnalsnd wp(S, R].

Chlp--—li transfoarmacti prudikitu wp{8, H] ysko funkei ko-
meind podeinky R, pak md tato funkce niékalik zdkladnfoh vlasnt-
nosti: - |

1) Pro kaldy mechanismus S pl-ti FlaF {(2.1)
Thto viestnoeti se také Fiké "“zdken vyloufeného zdzreku”,

2)rre kaidy aechanisaue S g konelné podminky Q a R takove,
e plati Qe R pro vidschny stavy,
plati také wp{S.,Q) == wp{5,R} pro viechny stavy. (2.2)

Této viastnoati Fikéme zdken amohorénnosti,

3) Pro ksidy mechanissus 5 a kenelné podminky Q a R plati:

wp{S,0) A wp{S R} = wp(5,QrR). pra viechny stavy {2.3)
s také '

Cwp(S,0)v wp(S,R) = wp(S,QvR} pro vischny stavy (2.4)




Definujme pro tvorbu algoritsd tytc slementdrni nuchuninlfé
1) Prézdnmy pfiikaz “ekip"™, jehoX sésantika je déns tr.nlfnr-_

wocli  wp{“skip”, R)=R . (3.1}
2) Priknz zeastaveni v dasledku chybového stavu =“abort®, kde
wp( "abort™, R)wF {3.2)
3) Piitazoveci prikaz |
wp( "x :mE,R)aRE (3.3)

kde zédpisewm HE o8 rozumi textové kopie R, v ni¥ je kaldy
vyakyt proménné x nahrazen vyrszes E,

napt, Wp(“xym7",xn?) » {7a7) = T

nebo wp{"x; m7" ,xm6) = (7=6) & F

nabo Wp(“xsux-1",x81) = (x-1)2 2l m x B 2vx & @ =
= (x # 1) {pro celd Elelal

Pomoci BNF 1lze piikaez definovat takio:
(pFikaz) i:« “skip~|“abort*|(pFifazovaci pFikaz;
(prifazovaci pFikaz)::= (proadnndy :=lvyrez>
Pro nbktoré Glely roz3ifime pFiPazuvuni pfikaz o moZnost para-
lalniho prifszeni takto:
(p?ifaznvnci pFiknz?::--(prn.innﬁ}*-(y?raz?l{pranannd>
ZpFitezavaci pFikax?, <vyraz>
Tanto prikaz umoini nap’ zdépisew X1,X2:=E1,E2 pFifadic dvi-
ga promianya toulssnd hodnoty dvou vyrazd nebo xépisews
X, Y=Y X prnviat-vzij-nnu vye¥nu hodnot dvou proadnoych.

Ll

4, Definice sl *nggg_gfiknzﬂ

------- i S P

Nejjednoduidia zplisobem, jak odvadit z& dvnu Sanych funk-

ci jednu funkei novou je zpdsol, v né¥sl hodnota prvni funkce
slou2i jako stgueant druhé, JiZ tradiZné mé notasce takového
aloZeni tvar “S1;82° a jeho sémantika jo déna vztahem
wp{“S1;52" R)s wp{Si, wp(sS2 R}}) - (4.1)
Tato definice sp Sasto intesrpretuje jako edmantickd definice
stfedniku, Jinyal ilﬁvy Fiké: JeatliZe v posloupnosti ¥381;327
méd wechanismugy S2 dosdhnout konsinéhc wtevu nplﬁujicihp pod-
minku R, pek jaho najslabdi poSstsdni podminku susi zarudit
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konsZny stav sechanismu Si. Jeho najslabdi poldredni podminks .
48 tedy rovna najslabdi poldteiZni podmince -nchuninnu "s1:527
k dosaieni atavu :plnujiciho R.
PFiklad: PFiknzy "X 1eX &Y Y IWX=Y EX juX~y" ru.lizuji v:ijnnnnu
vyndmu hodnot prosénnych x a y tedy "X,yimy,x
Ddkaz: Dosadme do vzt-hu_{4 1) & 8 pemocdi {3;3} dostaneas ;
uﬁ{'x:-x+y:y:-x-y;x:-:-y',xnxﬁytr} -
2 wp( "X Ay Y ax-y" ,WP{ "X ux-y" , x=XAYSY]) =
= nﬁ{'::-;+y;v:-u-f'. X-~ymXAy=Y} = | _
wp( "X 1ex+y” ,wp{ Ty iaxay” N-yuXAyeY)) =
wp{ "k imxey™, x-{xX=y)=Ka(x-y)=¥] =
= Wp( "x:exsy”, yuXa{X=-y)uY) =
= ymAA[ XY )-ysY  »
= I_-xna', .Y QtEini

Slo2itéj&i kompozici Jednoduchych pfikaz jasou Fizené
prikazy. UmoZruji tvorbu alternativnich a repetidnich Fidicich
struktur, Oefinici pfikazu pak nizene pemoci BNF rozkifit o
slternativai pfikaz “IF" » Enptfiéni prikaz 00" takto:

]|

(prikazy :1= ,,. JAf {soubor Fizenyeh pFikezf> §i | |

: do {moubor Fizenych pfikezé> od - = ™
{soubar Xizenych pFikez8)::e<{Fizeny pFikni}[ﬁ{fﬁzanf prikaz}}
(Fizeny pFikaz}: w<fidici hlaviiks pFikazu) {;{pfikez>}
CFidicd hlaviikes pfikezuy:i={Booleovaky vyrazy «»{prfikaz’

kde symbal § (v orig, byl pouXit 2viédtni xnak ve tveru "sto-
Jaréhc obddlniZku® [ ) mé funkei odddlovaie jednotlivych
slternaciv, jejichi pofadi v souboru nemé dédny vyznaa,

4.1, Popis _prikazu “IF*

Alternativrmi pFfikez “IF" mé ndkolik ddleZitrych vlastnosti:
a} PFfoadpaklédd se, Ze vdechny Fidicl Bocleovekd wyrazy jsou
dafinavand, V jiném pfipadd mBie vyhodnoceni nedefinova~
ného virazu vést k nesprévnd provedenéd aktivitd a tedy 1
cely prikaz "IF" nemusi pracovat eprivnd, |
b) Obscnd vede Fidici strukturs "IF" k nedsterminavanosti,
protoZe pro katdy pn&ite&ni stav, krery zpdsobi, Ze vice |
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net jeden Fidici Booleoveky vyraz je pravdivy, alies byt
pro ureni aktivity vybrdn kcerykoli z nich,

£) Jeatlize je potéteinl stev {akuv?, 2a %4dny z Booladvakych
*idicich vyraid neni pravdivy, pak aktivace takového po-
t4dteéniho stavu poveds k zagtevani s c¢hybou a v tom pFi-
padé je Fidici struktura "IF" skvivalentni pfikazu “abert™,
K témuz vads i pFikesz “IF" s prézdnym souborem *izenych
pfikazd, tsdy konstrukce “if fi-.

Nejsiabil poidtedni poduinkes afikaru "IF" js stenovena
taktn: Nechi *IF" je oznafeni pFfikazu, jeho3 tvar je

if B —-?51 g EE-&EZ § cer g En-a-sn I.j__

1
kde $¢ jo aeznpm piikaezd Firzenych vyrazem Ei' pak pro libovol~
nou konefnou podminku R pleti :

wopl{"IF" ,R}={E j:iijin:Bllh{ﬁ j:isidn:0] = wp(31,R)) {4.1.1)

{Symbol E bude pou2ivén misto existeniniho kvantifikdtory "4,
a aymbol A mist vieobacného kvantifikdtoru V).

N T e A T R A ko e e W o T — —

Formalni definice nejslabdi politeini podainky pro repe-
tiéni pfikaz "DQ" je pan&kud_aluiitﬁjii net pro pfikaz "IF",

Nocht "DO" je ocznaleni pPikazu, jehol tvar ja

de B,->5, § B,=>5, § ... § B ~»S_ od

i
a necht "IF" ja oznaleni gltarnativniho pFikazu se stejnym
souborem Fizanych, pFikazd, Necht podminky Hk(R} jsou defli-
novany takto: '

Hﬁ{R}‘Rﬁﬂ{E j:leisn: B}} (4.2.1)
a pro k@ : H (RISWR(“TF =, Hy s (R} )VH,(R) (4.2.2)
P2k wp("DO”,R)m(E ktku@: H,(R)) | (4.2.3)

Intuitivnd je Hk(R) nejslab3i pofdte&ni podminka zabezpeuji-

¢i wkondeni aktivity pfikazu “B0° pe maximdlnd k "prdchedech”.

KeZdy prichad je urZen vybdrem nikterdho z #idicich vyrazd a

aktivuje odpovidajici Fizand prikazy, Hk{R] soulasnéd zabezpe-

guia, Ze po ukonfeni pFikazuy 00" bude systém ve stavu spliu-
7



jicim konefnou podminku R,

Pro kmp ukonii pfikez "DO* svou aktivitu, ani% provede
vybr nbkrarého fidicihe vyrszu, protofe Zddny z nich, jak
plyns 2z {4.2.1) neni praviivy. Psk poldtedni pravdivost pod-
ainky R je nutnou a postefujici podminkou pro splnini koneéné
poduinky R,

. Pro k>fi roxliéime dva pfipady:
Ia} Zidﬂf z Fidioich vyrezO neni pravdivy & v rom piipadd z
(4.2,1) a (4,2,2) plyne pravdivost R
b) Alespon jeden Fidicli pFfikez fe prevdivy, Pak sea prnvad-
jednn prichod, ktery Jo skvivalentni pFfikazu “IF" se
atejrou atrukiurou Fizanych pFik.zﬁ.{Prntni- druhy &len
pravé strany vztahu {4.2.1) je nepravdtvy., nesile dojit
k "sbortu”), Po skon&eni aktivity pfikezd taheto prdcho-
du wusi pfejit systédm do stavu, ktery zabezpeluje, 2e po
naximdlnd k-1 dalfich prochedech bude ustaven stav splhuji-
ci podminku H (R)., Je to zabszpeBeno tim, Ze konelnym sta-
ves priichodu {r-up. ekvivalantniho pfikazu "IF") jJe podle
(4.2.2)} podainka Hk_I[R}.

Repeatilni pifikaz “00*, jehol poldteini ntev spliuis podminky
(4,2,1) je ekvivalentni prézdnému pfikszu “ekip®, K témul
vads i prézdny souber Fizenych pfikazd, tedy keonstrukce do od.

5, Teorés slternativniho pfikazu "IF-

Necht 3e Odn piikaz “IF" a predikét 88 pro n@jZ plati:
Bb= (E J:iijin:_ﬂj) .

S pousitim uvedenych konveanci md teords -lftrn-tivnihn pirikp~
Zu TeNto tvar:
Nechl P 2 Q isou pradikdty pro nék plati:

(A 1:1%3dn; {Pnﬂil-vnptfl-nl} {5.1)

e také A=y BB (5.2)
pak

P= "IF" (5.3)

O8ksz: Podle definice plikezv “IF” (4,1.1) pleti
wp("IF*,Q)=(E 3:1J9n: B,)A(A Jrisjsn: 8, =2 wp(S,,0))

8



Musime tedy dokazat

P »» (E j:lsjén: Bjiﬁiﬁ.i=1*3'n= HJ'-#-wpiﬁi.a}J
2 {5.2) vyplyvd implikece prvnibho Zlanu pravé strany = etafi
tady dokézat, ¥e pro vischny it!vy plati: .

P =y A J:lsjan: B, = wp(3,,0Q) | (3.4)

Pro viechny stavy, pro niZ je P nepravdivé, je vzrah (5.4)
prevdivy z definice implikece, Viachny stavy, pro nét je P
pravdivé a pro viechna 3} rozlidime dva pfipady:
s) Bud je BJ nepravdivé, pak je Bj-Q wp(S,.Q) pravdivé z
definice implikace a pak je pravdivy i vztah (5.4)
b} nebo je E‘1 pravdivé a pak je ns zakladd (5.1} pravdi-
vé 1 wp{SJ.Q). Fravdivé j& tedy i Ej'* np(Ej.Q} s tim
1 (5.4). y
Tim je dokézdna platnost vztahu (5.4) a wvudiZ 1 (5.3) Q.E,D.

Zavér teerému Fikd, %e P, které = splhuje podsinky (S.1)
a{5.2}, implikuje nejslasbdi poldtedni podminku zabezpslujici
polétedni stav, krery se mechanismen “IF" zméni do kone&ného
atavu, spliujiciho podainku Q. Odvozeni vyhovujiciho P je tedy
dikszem spravnosti alternativni konstrukece "IF", Skutelnost,
& premisy maji stajny tvar jako zavdr je-zdrukou, ie dlkaz
kanstrukca bude ait vzhledem ke konstrukci samotné linedrni
charakter co do své délky,

6. Teoréam inyariance pro_repetifni pfikaz 700"

 ——— - — Wl B - -

Tento teorém, ktery poprvé odvodil C.A.R.Hoara, ae pova-
fuje za jaden z nnjzdvainﬁj&inh tecrdml progremgvini,

Zavedme pomocné formdlai proatfedky: .

zapis wdeg{S5,1t} necht se interpretuje jeko ne]lslab3di polé-
taéni podminks pro tekovy polateini stav, ktery 2arulfuje, Ie
mechanismus & v kona&né dobd& snifi hodnotu t, kde t je celoli-
selnd funkce promdnnych prograsu, Pak lze psét: '

wdec{S t)=wp{"U:st;5", te¥} (6,1)

Tente vztah lze podle (4,1) rozvést na:
wdec(S,t)=wp({ “T:=t” ,wp(S,t<T)) a koneind na
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wdac{S,t}= [np{s,tﬂ’}}: (B.2)
kde pravé atrana {6.2) se interpretuja tak, Ze wve vyrazu ko-
natné podainky bude ka2dé T nahrazeno t. PouZiti wda¢(S,t)
t1lugtruje ndsledujici pFiklad, _
Priklad: wdeg("x:=x~y,x+y} 3ja nejslabsi podminka, za niX -
prikaz *x;ax-y" sniZi hodnotu funkce "x+y®.
Podle (5.6.2)
. T T
wdac{“xs-x-y*,:+y-[wp{‘x:-:-v'.x+v{Tj]x+? -[x-y+ycT]x+Y-
= X<K4y m >

Je~li yr@, pak pfikaz “x:sx-y eniZi hodnotu funkee “xey”,
Necht je repetiZni pFfikaz =00" definovdn zdplioen
do B, -»5, § B,-»5, § ...5 8 _-»5 od & prodikat BB

je definovén gn (E j:283%n: B,)
Pak lze teorés invariance repetiiniho prikezu formulovat takto:

Necht P je predikdt tekovy, Zm plati

E# Jiinjmn; {Paaij iy {rp{$1.P]nude={51,t)}} (6,3)
a soudasnd P'-# top (6.4}
pak P =» wp{"DO",Ps—BB) (6.5) .

Tvrzoni (6.5) Fikd, Ze jostlite poSdte&ni stav zaruduje prav-
divost predikdtu P a jestliZe je ktrerykoliv 2 Fidieich wvyrazd
vybrén » jeho Fizené pfikmxzy provedeny, pak po skonsni jejich
aktivity 28stévd predikdt P pravdivy, Predikdr § tedy zdstava
pravdivy (inverisntni) baz ohledu ns Enﬁat. kalikré: budou ten
&i onen Fidied vyraz - a jeho Fizené piikazy vybridny, Po skon-
gani aktivity celd repeti&ni konstrukca "DO”, kdy wZ Zidny Z
Fidigich vyrazé neni pravdivy, zarufuje konedny stav pravdivost
tvrzani

PABEB )
vzteh (6,3) zaruduje noustdlé enilovéni funkce t a (6,4} zaru-
Zuje. %e joho hodnota je kladns, Funkce t je cslofiselnd funkce
a ja tedy spolehlivya prostifedikem zaskonfeni aktiviry repetiéni
konacrukce, '

< ZAveZnost teorému inveriance pro cyklus spoiivé v tom,
e pravdivost jeho wvyrokd nezjvisi na poltu prichodd. Z toho
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vyplyvé., Ze lie postavit a cyklu tvrzeni £ v tom pFipads, kdy
posdteini stav neuriuje renta pofet prichodd. UmoZnuje to pro-
vast dikaz sprévrnosti repetifni konstrukee, jehoX délks nani
Gmdrndé pofru préchodd g¢yklu, ' '

7. PEiklady

p—— L

v této Zdstl pFiepdvku buds yvedeno ndkolik prikladd znd-
wych problémd Ffedenych za pouZiti zevedenych jezykovyvh proat-
Fodk& a metodiky dikazu wytvafendho programu, Priklady jsou za-
pdieny pfedeviim na préci s cyklem. ”

7.1, Nejvdrdi spoledny delitel dvou celych Zisel

Nachi X,Y Jsou celdé fisla vbt¥{ na% nula. Hledéme nejvét-
531 spoledny dflitel {(déle jen NSD) 2ieel X,Y, Refeni ad tedy

formalnd tvar:
R : Z=NBR{X,YIaX>BrY>P {7.1.1.,}

Z definice NSD dvou celych Zisel wvyplyvé

NSD(X,vr)sNSD{Y X}  {7.1.2)
s NSD(A X)=X  (7.1.3)
Lze dnkézaf, 39 plati toké

NSD{X, Y}=NSD{X=Y, Y JAX>Y (7.1,4)
a8 z toho lze odvodit %

NSD{X,Y}aNSD(X, Y=X)JAYSX . (7.1.5)

NSD(X,Y}aNSD{X+Y, Y)=NSD{X, YeX) o (7.1.6)

Pro ziskdni feSeni je dﬁieilt? vztah (7.1.3} a jestlile koneény
stav mechanismu zajisti relacl xay, pak tento stav zajidtu]e
také rfedSeni NSO{x,v}wx. Mechanismus visk musi také zejletit ne-
adnnost (invarianci) relace: '

P_: NSO(X,YI=NSD{x,y)sBCxsXapeyLy (7.1.7)

Z pclatednihe stavu xsX a y=Y bude mechanismus zpracovdvat x

a y tak, aby se zachovala invarisnce P s clles doedhnout relace
xoy, Vztah {7,1.,4) reap,.(7.1,5) nabizi zmdnw x a y jejich roz-
dilem, Prozkoumejme podminku, za nil pifikaz “x:sx-y" desdéhnz
Zadougi kene&né podminky P,
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“x rmy—y” Plu({ NSD[x~ wNSD{X Y x-uﬁxaﬂgin (7.1.8)

2 teorému invariance pro cyklus vyplyvé, Zs nsjdeme-1i P a B,
takovd, Ze plati {PaBi}-a-wp{si.F]uud-n{si.t} a Pap t>8

puk P=b wp(~DO" , PA-EB).

Z {(7.1.7) ja viddt, Ze P implikule viechny Eleny pravé strany
vezrahu (7.1.8) s vyjimkou {ﬂcx-f]. Z toho vyplyvéd, Ze:

i " ewix=y" P : (7.1.9)
a v ddeledke symstrie také: S
L Ty gayox P (7.2.10)

Zbpwh najit funkei t, kterd vyhovuje pndninki- teordmu invarian-
co, Necht t=xsy, Z (7.1.7) plati P=2 to>@ ' a pak tady
wdec{ “x :=x-y* ,x+y)= [wp{"x: -x-y':f}x+y{]
oft> (x-y)ey]l,, = (xey>x)= 28
n pak tedy platl z (7.1.7), Ze Pmd wdec("x:=x-y",x+yk
Yyeledny program mé tuto strukturu:

“Ustav poddteini podminku P7;
d0. "Snifuj t ze invariance P”

od: {P 8= R}
Jehoe konedny tvar je:

x:=X: y:=Y4 {F}
ao

| WYy X jux-y {Fnsil
s YIR=F ¥ iuY=X {Fnﬂzﬁ

od; .

2:mx s {PA-BBﬂ iR

7.2. Soufin dvou_celych_kladnych_ __!¥

NochE X,Y jsou cels kladné Eisla X @AY2@ .
Pak Fedeni soudinu Eisel X a Y mé tvar:
R & I el Y : | . (‘?1211)

Casto ss invariantni relace ¢yklu tveFfi pomoci pomocnych prnnﬁn-
mjch, které na pofétku nabyvaji hodnot argumentl, Jejich zmEnou
v pribéhu cyklu p#i zachovini invariance relace dosdhneme Fedeni.
Pak vhodnou relaci je:
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P : zexuyeXuYABExEXsBéyaY (7.2.2)

Z (7.2.1) & (7.2.2) vyplyvd, ¥e {(Payap)=d R (7.2.3);
Program pak bude mit formélni tvar

'Usfavani potatedniho atavu splnujiciho P“;

do y£ 2 -> "snifovéni hodnoty y p#i zachoviéni P"

od;  {Pay=p} [R}

Nejjednodu3din sechanisaem snifujicim hodnoty y a soufasnd zs~
bezpefujicim konefnost cyklu je pFikaz  “y:wy-1% ,
pak wp{"yimy=1" ,Ple{zZ+xu{yel)= XuYAPExuX)P@ey-16Y )=

={ Z=X+ynywX YA Plx XA Phy-16Y) - {7 .2,.4)

Aby se zachovala invariance P, Je tfeba scufasnd s piifazenim -
yiry-1 provéatr pFfifazeni z:sZ+x, kterd kompanzuje v (7.2.4)
abytek vznikly sniZsnim vy,

Program pak nabude tvaru

x,y,z:X,Y,@: [P}

d
= v -» 2Z,yimzix,y-1 {PnEi}
od; fpa-8B} (Rl

sniZfovani y lze provést rychleji, pfipustime-1i niékteréd dal3i
sperace, Nechf Booleovsks operace "di§litelnost &isla a &ialem
b beze zbytku® mé4 tvar “a,/.b" s necht operdtorems pro celoli-
selné déleni je div.  Fak za pfedpokladu, Ze y je suds, tedy z8
pfedpokladu platnosti podminky Yol ad {?.245j

1lze sniZovéni provédat pFifazovecim prikazem “yi=y div 2% .
Aby se zachovala invariancs P, je tfeba soulasnd kompenzovat
tento ubytek y prirdstkam x pomoci plfikazu "X:sxm2® ,

Cyklus i
- do yof.2 = x,y:sxm2,y div 2 od

zachovd invartanci P a souZsend konii neplatnosti (?.2.5}, a to
znamend, 2e y jo nyni liché, Takovy cyklus se s vyhodou bude
doplnovat s pivodnia pFikezem “"y,zi=y-i,z+x" , ktery pfl za-
chovani P ustsvi znova sudoet proménnd y a tim podminku pro
jeho urychlené sniZevdni. Program mé pak tento konsiny tvar:
X,¥,z:m=X,Y,@; {P] '
do y#P -» do y.f.i_*& x,y:mxu2,y div 2 od; fﬁ?-f.zi

—
r
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Y Zimy=1,Z+x {?.f.aﬁ
od; jPA-BB] R szeXnY

7.3, Bindrni vrhloddvini

Huuht ja déno pola =u1i=h Gisel, pro kterd plnti
ATP] oA 1] = A < A [N}
.a nacht je déno ﬁlﬂl___éigl
Naleznéme ulgurit-un. ktery uatavi pravdivost Buul-uvakd pro-
adnné EX v pfipadé, Ze x se rovnd hodnotd ndkterého prvku ze-

deného pole, tedy R : EXwm(E §:PEi<Nixwall]) {7.3.1)
vzhledem k setfiddnosti pole skonii repetilni preces dosaZeninm

Invariantni relaci zavedeme pomoci prom&nnd J a vztahu {7.3.2)
s cilem, ihy Pa(j=i+l)=dR", Pak tedy .

P : Aft] éx<aAljla@sicisn - (7.3.4)
Cilem cyklu js zpracovat hodnoty 1 & j p*i inverianci P usk,
aby se dosidhlo pluthn:ti rolace jsi+l, Pak tedy program bude
mit itrukturu: 1, =P, N; {P]

do jhi+l -» “zpracovani i a } pFfi rachovéni P"
odi  [Pageten) fR7} ~
EX im{xwA 1 ); {RE

Nechl v pribdhu zpracovéni nabude proadnnd 1 resp, j nové hod-
noty m, Nalezndmé nejslebéi pnéﬁtuéni pnd-inky pro mechanismus
"1:em” resp, "jiem" :

wp{"iium™ PleA{mench [ hpisacisN = PAAfulim-é: {7.3,5)

wp{“f:em* P)mA (1) dx<A (m] A@SicmsN = PAX<A[mlAi<m  (7.3.6)
Necht t=j-i1, MNaleznidme podminky, za nichi zvoland mechanisoy

zaruti koneinost aktivity cyklu. -

ml-c('1:--':1-':;1-1)-]'_’&‘:-_1--]"" 1 aj=§7j-m = I?i. (7.3.7)
woes(*] =@ ¥ > 1—1}-&'?-—1] _g =ieiva-i = jom (7.3.8)
Jak vyplyvé ze (7.3, -5,6,7 a E}. musi nové hodnota m splip-
vat podminku ji<m<d (7.3.9)

Z hlediska symetrie je pro m vhodnou hodnote pdlici interval
{i,3) m:;w{i+j) div 2,
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vzrah PAj#i+l, ktery platri po celou dobu cyklu, zajidtuje pro
toto n platnost {(7.3.,9). Protoie inﬂx' j=-2 peak
{i+]) div 2 = (2x%]-2} div 2 = fa=l
p takd j.in-1+2, a pak
{1+}3} div 2 = {2uis+2) div 2 » i+2
Progrem pak bude mit tento konedny tvar:

1,1:e8,N; {P}

do Jfi+l — m:-{i+j} div 2; {icncj]
if AfR] &x =» d:mm  {(PaA[w]sxam<]} viz.(7.3. 5y
§ x<Alm] > §:um {(PAx<Ala}s 1<m) viz.(7,3.6);
i1

od i - iFAin-I-i fr’i
ex:a(x=a{i])  {Ri

- e By

techt B je Booleovskd funkce celodiselného slgoritau, HEQme
program tvaru: . g

do 8(i) -» i:=i+l gd
Pro tento program, jehol zéklasdem je cyklus, lize napaat iovary.
antnl relaci P ve tvaru P{4i)=(A J:@€1<%: B{1}) (7.4,1)
Odkaz: wp{t:i=1+1",P{L}} & P{ie¢l)} =
a(A $i1P6J<i+1:0B{I)) = (A §:PEJ<icB(INAB(4) =

= P{i}n—B(1) g.E.D
Uvedeny cyklua a&e ukondi tehdy a jen tehdy, plati-li
E J:P41: B(1) ' {7.4,2}%
Pak bude plat;t \
P{1}AB(Li) = {A j:Pe3<i: T B{J))rB(1) (7.4,3)

co? jinymi elovy znemend, e i {e neimensi hednota, pro nii
plati paodminka 8, Mechaniemu, ktery vyhleddvd v zadané poslouy.
ngstl prvek 8 nejniidim pofedim, pro ktéry plati zedand podms ...
se *iké linedrni vyhleddvéni,.Teorém pro Linedrni vyhledavani B0
uplatni v fadd problémd, jajichi souldeti je prévd Linedrni V-
hleddvdéni, Ilustrujme tento teorém na jednoduchém p¥ikladd vy,
hleddvéni dané hodnoty v poli celych &isel,

Nacht je ddno pole celych disel A[R], A{1), ... ., A [N-1]
a necht je ddno celé &ielo x, Cheeme atanovit Fedeni:
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R : EXa{E 1:Psi<N: x=A[1]) (7a4.4)
Podle teorému o linedrnim vyhleddvini bude aktivita cyklu koned-
nd pouxs pfi pravdivosti (E 1:P4%<N: xwA[l] )}, Tuto pravdivest
mitens zarudit rozdifenim pols ¢ prvek A[N|=x a zavedenim
R™: EXw{E i:PuidN: x=A[1) (7.4.5)

Pak (R°1pN) = R | (7.4.6)
vyaledrny program mé tvar
i, A[N] =, x;
do A1) px ~» L:=isl  od
EX ;= $ipN .
Tento algoritmus js znamy pod nazvem “rychlé linedrni wvyhleddwéni,

Zjidcdni ekvivalence dvouw kruhovych sezneael je pondrnd zni-
Ef kol z oblasti probléamd oznaZovanéd jeko “pattern recognition™,

Necht A a B jsou dva kruhovéd seznamy, oba ¢ N prvcieh. Uko-
lem je provéfit, zda jsou oba sezneay shadné, bez ochledu na pfi-
padnou rotaci jednoho zeznamu, nutnou k dosaleni shody,

Necht A, je pesloupnost Ai-(Aiil.A{1+iE,..- A LeN=1l )
kde o kaZ2dém indexu plrfedpoklddiAme redukel pomoci operace module N,
Pak Fedenl R md tvar ‘
R : bw(E k.m:fekeN Foush: A =B_) (7.5.1)
Paznimka: Vytvorime-1i lnuiinu_viach pasiacupaosti Ai a mnotinu
véech posloupnosti Hi pro 1 :As{i<N, pak tyte dvd ano-
#iny jsou akvi. .lentni pFi pravdivém vysladku Glahy,
Ovana: Existuje néjakd reprezentativni pesloupnost AA Z sneiiny
posloupnosti A, a reprezentativni posloupnost 88 z mno-

3iny posloupnosti Ei pro i :@#1<N, pro n&% by platil

viteh (7.5.2) ? o . poiassBR) (7.5,2)
vzrah (7.5.2) plati nep¥, pro AA resp BB, je: jeou lexikogrs-
fickya winimem nebo lexikografickym maximez viech posloupnosti
Ag at A, _4 resp, El‘ﬂ a2 B, ,. Nalezeni lexikegrafickych ainis &i
maxie veda k Fedeni,

Yoagi Shiolah [2] viak nalezl vyraznd efaoktivndj)ii &edoni,

Jeho dvahs vychdzi 2z pfedpokladu, Zs nelze ustavit R bez jaké-
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hokoli pokusu ¢ porovnéni posloupnosti A, a B., Pek lze atano-
wit invariantni relaci pro cyklicky charekter algoritau:

P(i,],k) : PakeN (A hiPsh<k: A[dehjuwB[j+h]) {7.5.3)
zFejmé plati : oy 4 K)ikeNAb) =y R (7.5.4)
Vztah PlL,].B)=T (7.5.9)

vyplyvd z definice vieobwcného kvenrifikdtoru pro viechna 4 a 3.
JestliZe pro jistou dvajicl (1.]) je dosaZeni etavu keN nemoiné,
pak zfejmé proto, 2e pro jistéd k plard
E k:@skcN: Alisk] pB [1ak)
Pak tedy plati tento vzrah o laxikografické relaci:
(P(i,),k)aAlitkPB{Jek]) =& (A hifehdk: A, % Bysn¥ BA) (7.5.6)
kde BB resp. AA je lexikografické minimum,
vztah lza 1lustrovat na wmalém pFikladu:

i i1 i+k
AT eea 7 ) 1 2 2 3 .ae
B+ ... 7 5 1 2 2 1 e
3 j+l ' J+k
ProtoZe A {1+k}> B{J«thj « pak zfejeé plari i
Ak ByrA T By A L Aay Y B, ok

Z (7.9.6)} tedy plyne:

(P{i,3.k)AA{dek]7Bg+k]) =¥ (A hipshkssk+l; Ah‘rBE] (7.5.78)
a aymetricky take

(P(1,J.k}A B[3+kI>A[J+k] )} = (A h:Pshéjeksl: 8 3 AA} (7,5,70)

Zvolme pro pravy operand vztahe (7.5.7) oznafend

QA(1) : (A hypshzi: A ya8) {5.7.80)
a QB(1) : (A h:psh<y; B, AA) | (5.7.8b)
Pak z (7.5.7) & {7.5.8} vyplyvia:

(P(1,3,k)AQA{L)4A [s¢k}>B[1+K]) =9 QA(1+k+1) (5,7.9a)
a {F’{ia:}_—k]hﬁﬂ(_’j)ﬁa ]:j-bk]'?ﬁ [1+k] } ma Qﬂfji-ki-l} (5.7.9b})

Yztany {5.7,9) jesou podatatou vysokd efektivnostl vysledného
algoritmu, X Fedeni R lze zifeimsd ze vztahd (5.7.8) dospat

ﬂilm'milt vZtahd: {Qﬁn{i}*i‘“hﬁh] s R {5.?.1‘]&}

8 (QB{ j)al=NA—b]} =¥ R (5.7.10b)
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Invariantni relaci ze vztahu (7.5,3} autno tedy roz&ifFir

2 : P(i,9.k}1QA(1)AQ8(]) {7.5.11)
Konefny tvar programu podle algeritmu YOSSI SHIOLAMA pek jo:

i,. k= 9. 0;
= kpNAL<NAJ<H —» Ijnk plyne zo (7.5.4) & [7.5.1Da,h]}
Af Aftek}wB [Jek] ~» kimksd
§ AfLek]> 8 [J+k] —» Limiekel; k;=p
§ 8 [Jok]7A 19k ~» Jimjskel; k=P
15
od;
O s=kuN

Colkové sfektivnost algaritmu, kterd pfi tradiZnim pojeti
dvou cykld ja (mdrad kvedrétu poltu prvkd seznsmu, je v
toato pFipadd v nethordiis dedcnd vzrahu kediefdé 3N-1 |

Necht je posloupnost A=(A[P] ,A{3], ... ., A[N-1]),

Necht vybrand posloupnoet délky d z pesloupnosti- A ja poaloup-
nast, kterpou ziskdae v?d'uhiﬂﬁﬁﬁ?-d prvkd posloupnosti A. Uko-
lem je urlit délku nejdeldi vybrenéd posloupnosti (dile jen Nv&),
Redeni lza formulovet tskto:

R : K= maximélngi délka NPS z pasloupnoati AP ,A{ll, .. ,A'N-1
Invariantni relacs cyklické konstrukce Fedeal Lze ziskast poamo-
ci proménnd n takto:

P o2 Km max,délks NPS z A3, ... ,A[N-1]s penen

Pak zfajad plsti (Pro=N) =3 R (7.6,1)

Pozndmka : Kaidy prvek posloupnosti A ml2%e byr nejpravéisie prv-
kem ndkterd NVP o délce k:PoKéN ,

Necht » je nejmsnii z nsjpravéjdich prvkd visch NPS o dédlce k,
které jeme riskals z Al®] , ... , AfnN-1].

Pak 1ze pro kafdou délku podsekvencs ]:P:jsk stanevit hodnotu
m{3}. krard 1o rovne nejmendimu ze vEech nejpravéjdich prvkd
vhach NVP o déloe 1, Reslizujime nalezend m{3j) pomoci prvkd pole
m{j]pro 1:@c3an,
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Necht . alk] pro k:@cksn-1 , je hodnota najmensiho z nejpra-
vajdilch prvka véech NVF o délce k , a k nacht je délka ntjdnlﬁi
NYP Z Pﬂﬂlﬂup'ﬂn'ti ﬂfﬁ] . W |ﬁ£ﬂ"1} '

Pak pro prvek A[nlbude platit jodne z téchtu wmoZnosti:
a) Afr)w w[k] (7.6.2)
Ze (7.6.2) plyne, Ze Aln] je nejpravajdi prvek NP o délce
k+1 8 pak tody m[k+il:mA[n].

b) A[n]ze(2] (?,ﬁ.a}
Ze (7.6.3) plyne, 2e A(H]Ja novy nljunnii z nejpravéidich
prvikd viech NVP o délee 1, pak tady zamjistime afiimaAfn],

e) w0 2Anj<mlk) {(7.6.4)
Ze {7.6.2) vyplyvé platnoat (A i:@cic<k: mii)sm(i+1] ., Pak
lze vhodngu metodsan {tfaba bindrnim vyhludivdnim viz,7.3)
nalézt j, pro n&& plati : _

{E J:1<y6k: .rg-.-.] #A(nlcm(1])
a ustavit novy nujmenéi nejpra#ﬁjii prvek NvP o délce j
prikazes n[j]:=A[n], :

vysledny prograz méd tento tvar:

k,n:=i,i; [P}
1 =A@, Qi
do n¥N —» IPandN] Q]
if Afn] walk] =3 kimks+i; -rk]:-A[nj;
§ Alnica(k] ~» m{1] :aa{n]
§ m/l]éAfnirnA[nl<mk] -—» ibinﬁrni vyhleddvént }
. 1,3:m1,k;
do 1A3~-1 ~» p:=(i+]) div 2,
Af Afn)sn[p]-> 1:imp
§ a[p]>an] > j:ap
£1
ed; {m[3-1} %A {n}<m{4]]
w3l :=AlR)
fi;
n:ensl
od ik je nejdeldf NP z A[p], ... ,A[N]]

b
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8, Zévir

. Yvedend aetodika tvdrhy dokdzanych programa, je prvaia rox-
sdhlajiie & ayitan.tiuk?- pokusws ve valkéd a8 oteviend cblasti ma-
tematickiého ddkazu programd. Zc¢alska nevylerpivd viechny problémy,
jui s dokazovinis progromd souviel; nejasou rapf, vyFfadsny matody
pfn formblni préci se sloiitéjdimi datovysel strukturazi a s re-
aurzi. Pomoci této metodiky pracuje podle [2] nikolik desitek
dpilkovych prograsétorh va svird, Cilew jejich prdce je, kroad
vizhkusu v této oblasti, také pFetvefeni znémpych zdkladnich 2l-
goritel a vytvolfenl Jikﬁhbli “katalogu®™ dokdrenych a sfektivnich
prograsld, Jak vyplyvé z Fady pfikladd uvedenych v tomto pFiapbv-
ku, veds tvorba uvedesnd mstpdiky k plfehlednym, ofsktivnim a z
programbtorakého hlediska "péknym”™ programim, Paotvrzuje to jedno
z pravidel strukturovendho programovéni, je2 tvrdi, Ie cesta ke
zrychleni slo2it&jdiho pragramu nevede pfes uspory Casu zlakdné
Ssmanokou optimalizraci kddu dandho algoritmu, sle epglle cestou
hledéni nového, sfektivndjdiho slgoritau, .

. Uvadeny rpleab tvarby prograad neni ziejad nutny preo tvorbu
programl na nizkd a rutinni drovni, ale zdé se byt nepochybnym,
3o vzdilanmy programétor by adl byt pfinejmendim spznimen s meto-
dikot tverby dokdzanych brngranﬁ. Aplikace téro matodiky moZe
ait v budoucny ve svych dbeledeich 1 wyznamny ekonomicky pfinos,
Bsde k tvorbd programll s vysokou epolehlivosti, Tvorba sama
neni ndroZnd na technické progviediky a zévér price - reslizace
programd - je chdraktnriatick? mirimalizaci nérakd na sctrejavy
tas politaie, protols tento fas by se ndl radukover o &as po-
t¥ebny na odladéni logiékych chyb vaniklych pii tredidnim ndvr-
hu 8 tvorbd algoritad. |

9, Litaratura
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