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ABSTRAKT

Bindmi vyhleddvaci stromy mohou pfi své degencraci dosdhnout doby vyhleddvdni
o sloZitosti O(N). Proto se viude tam, kde je tento ncjhorsi pfipad nepfijalelny, pouZivaji
tzv. vyvéiené stromy, které zarudi lepSi dobu vyhleddvdnd, nejcasiéji o slofitosti O(In N).
Po AVL stromech, popsanych napf. v [Hon], se zadaly pouZivat sloZildji stromy, umol-
fiujici rychlejdf koreket porudené ravnovihy vyhleddvaciho stromu. Mez: né paifi pfedevaim
2-3—4-stromy a Cerveno—Cerné strorny, uvedené v tomto piispévku. Jiny pohled na &erveno—
Semé stromy, spolu s uvedenim algoritmu pro operaci Delete a také zajimavé viastnosti
a operace tzv. ,splay-stromu”, pfckrodily svym rozsahem prostor dosiupny ve sbomiku
a budou nabidnuty k pokradovdn{ v tertiatu na pfati konferenci Programovin{ "94.

12-3-4 STROMY

2-3-4 strom je N—ndcaf kofenovy sirom, pro 2sNs4. To mmamend, Ze strom md wely
5 1,2 nebo 3 kliti; podie tobo kolik klich mé, vychdzf z n&j 2,3 ncbo 4 hrany k uzldm na
niZ3 drovni. 2-sirom je vlasté bindmf strom. 3-uzel md dva kli¢e; ncjlevEjsi hrana
ukazuje na podstrom, kter§ obsahuje klide menSi nek levy (prvni) kli&; prostfedni hrana
ukazuje na podstrom obsahujicl klie v ncZ prvni ki< a mendi neZ druhy Kiic; pravid
hrana ukazuje na podsirom, ktery obsahuje klice v&tSi ncZ druhy klié, Podobné je
konstruovin 4—uzel. Z této struktury je ziejmy¥ mechanismus vyhledivani, ktery vyhledi-
v4 na ceslE polinaje kofenem a konde nalezenim uzlu s hledanyim kli¢em nebo dosaZenim
konce viive pfi nedspiném vyhleddvinf, kicré mlze byt ndsledovino vklidinim rového
vzlu. Operace vklddini mdZe pfipojit novy uzel jako termindinf wzel — list na konec
vybledivaci cesty, pod termindinf uzel. Vihodndj3( j¢ ale vloZit novott poloZku dovnitl
Jistw, je-li to 2—uzel nebo 3-uzel, a v plipadd 4—uzlu rozddlit jej na (F 2—uzly, a sifednl
uzel vioZit do otcovskému uzlu (neni-li to také 4—uzel). Do takto rozioZentho uzlu lze na
odpovidajici misto vioZit novou polozku. Kdyby otcovsky uzel byl tuk€ 4-uzel, opakovalo
by se rozdétovan! smérem ke kofeni, dokud by ofce byl 4~uzel, Aby sc tomu zabrénilo
zajistime, Ze Z4dny ,otec” ncbude 4—uze!l 1im, Zc v3cchny 4—uzly phi vyhleddvac! cesté
operace Insert strotnem dold rozd&lime. V uvedend metodé i v piikladech se pfedpoklidi,
Ze do datové struktucy pro vyhledivan miZeme uklddat vice poloZek se shodnyimi klich



P Fiklad:

Strom obsahuje znaky ,A S E AR CHIN* a vypadd takio:

E-R

A-A-C

H-I-N

Cbr. 1 2-3-4 strem

Postupné se dodajf kli¢e: . GEXAMPLE"
+(5

E-I-R

A-A-C

G

[\

Obr, 2 Viozeno G

< druhé E

A-A-G

E-G-H

N

Obr. 3 Vioieno druhé E
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VioZenf XAMPL pro nedostaick prostor v refertu vynechdme a nésleduje:

<+ tietli E
|
A-F-G N-R
A A-C H L-M P S-X
Obr. 4 VioZeno tfeti
Mechanismus rozdéleni 4—uzlu:

KdyZ mi 4-uzel za Lolce” 2—uzel, provede se rozdéleni 4-uzlu Lakto:

E

=>

E-G-H

|

Obr. 5 Déleni 4-uzlu 5 2-ofcem

K-Q

/\/\

KdyZ¥ ma 4-uzcl za olce 3—vzel pak mé schéma rozdéleni tvar:

E

E-G-H

Obr, 6 Déleni $-uzlu s 3-olcem
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Transformace pii rozdflovén( je zcela lokdinl. V okoli s¢ nedEji Zidnd zmEny nei ty,
uvedené na obe.5 2 6. Viimndme si, Ze se ve skutcnosti nemusime starat o to, zda je
otcovsk¥ uzel 4—uzel, protode transformace zajiltuje, ¥c pfi prichodu dold kaZdym uzlem
stromu, vychizime déle po v&vi z valu, Kier§ jiZ neni 4-uzel. Projdeme-li aZ na dno
a konedny vzl nenf 4—uzel, miZeme kIEE vioZit do vzlu a z 2—uzlu vytvolit 3—uzel, nebo
2 3-uzly 4—nzx]. Prakti&tEfif ye providit vkladdni tak, jako by £lo o rozd€len{ virtudlniho
4Jisty, kter§ vysild vklidany i€ naboru, do rodidovského uzlu, Kdykeli se kofen stromu
stane 4—uzlem, rozdEH se na th 2—uzly, jak 1o bylo na obr.3 po vloZeni klite E. Je to jediny
mechanismus, kierym se zvysi v¢ika 2-3—4 stromu, Vzdilenost kofene od viech termi-
nélnich uzld je stejnd a tato vadilenost se neméni vloZenfm nového uzlu, Vyjimkou je
rozdélovinf kofene, kdy se vzdilenost kofene od viech termindlnich wzld zvisi o 1.
Yyznamnou skutednosti je, 2c aCkoliv se nestarfme o vyviZenost stromu, visfedkem
uvedenébo mechanismu vklddan( je vyviZeny strom.,

Nejv¥mamneBi viastnostf 2-3-4-stromu je, Ze pfi vyhledivini ve stromu o N szlech
se¢ projde maxim4Ing 1gfN}+1 uzid,

Dalii vyznamnou vlastnosti jo skutefnost, Zc vklidini do 2-3-4—stromu o N uzlech
vyZaduje v nejhoriim pfipadd méng ncZ lg(IN)+ 1 déleni uzld;

V prdméru je to ménd nei jedno déleni nzld na operaci Insert. Nejhor3f pifpad nastane,
kdyZ na cesté ke kli¢i jsou vicchny vzly typu 4-uzcl, a viechny by sc mily rozd&lit,
V [Sed] je uveden ilustragni piikiad stromu 0 95 ndbhodnych hodnotich, kde je devit
4-uzld, z nichZ jen jeden je na prenf rovni nad listem. Uvedeny popis se zdd byt
dostatelny k implementaci alpontmu pro prici s 2-3—4-stromem. Na prvaf pohled se zd3,
Zc zbyvd jen vytvolit transformalni procedury pro jednotlivé typy uzld; odpovidajici
operace viak ncjsou tak snaded naprogramovateiné, jak soadno sc¢ o nich bovofi, Pfi
manipuiaci se sloZit¢jii struktyrou se navic objevi dodatedni fasovd reie, kicrd zpdsobi,
Ze algoriimus je pomalejii neZ u bipdmibo stromu (2-stromu). Primdmim ddelem vyva-
Zovéni bylo zajiSténi sc proti ncjhordimu piipadu, alc zd4 se bft nednosné platit za toto
zajisini pfi kaZdém vklddini, Jak bude uvedeno v dal3im odstavei, existuje folenf
telativad jednoduchou representaci 3- a 4— uzld prostiednictvim 2-uzld (&crveno— &or-
ncbo bindrnikio stromu), kterd Jovoluje jednolny zpdscb transformace s dasovou refif
mcndi, ncZ v standarduich metod vyhleddvéni v bindrnim siromu.

2 CERVENO—CERNE STROMY (RED-BLACK-TREES)

2-3-4-uzel J2¢ implementovat pomocl standardnich bindrnfch vzld. Hrany se
rozlidf na ty, které ,deii 3—uzel nebo 4—uzel pohromad&” (Servené) a na ty ostatni
(Cemf). o



PFHklad:

a b ¢ d
Obr. 7 Implementace 4-uzlu pomoci Cerveno-Cernych welit

P-Q => Q

/ 1\ 7/ \

al |b

T,

nebo => P
VRN
a Q
/ \
bl ¢

Obr. 8 Implementace 3-uzlu pomoc! Cerveno-dernych uzliy
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Pro oznaden! barvy hrany Serveno-Sernéha stromu {RB stromu) lze poulit jeden bit
uzly, ktery oznaluje jaki hrana vstupuje do uzlu, Variania transformace 3-uzlu pa levou
& pravou versi zdvis{ na dynamice algoritmu. DileZitow viastnosti jo umistovdni dupli-
citnich klicd v piipadt, #¢ definice vyblcddvacl 1abulky podobnou viasinost dovoluje,
Z poZadavku na vyviZenost je zfejmé, Zc algoritmus inusi umoZnit, aby shodn k1i& padnul
vlevo nebo vpravo; jinak by to vedlo v pFipadé fetézu shodnych klic k vaZnému poruleni
vyvdZenosti . Z toho vyplyvs, Ze nemidZeme nalézt viechny uzly opakovanym volinim
procedury vyhledénf, To ale nenf sloZity problém, protoZe vicchny klide, shodné s nale-
zenym klféem jsou v podstromu, jehoZ kofencm je nalczeny ki, Pro jejich nalezen{
miZeme pouZit jednoduchy rekursivn( algoritmus prlichodu. PEijemnou vlasinosti RB
stromf je, 2¢ vyhleddvini je (s v{jimkaou uvedeného pfipadu) zcela shodné se standardnim
vyhleddvinim v bindmim stromu. Barva vstupai hrany do vzlu bude implementovina
sloZkou uzly ,red”, kierd jo lypu Boolean. Algoritmus vyhleddvéni tuto sloZku vibec
nepouivd a tudiZ se neprojevi Zidné zvy3eni Casove nérodnosti vyhleddvani. Vzhledem
kiomu, Ze kaZdy vzel je vklddin jen jednou, ale vyhleddvin mnohoks4t, jevi se algoritmus,
ktery optimalizuje vybleddvini za cenu zv¥Sené redic pii vkldddnf za vibodny. Ani reic
vklddinf nenf velk4. Trochu sloZitdjsi je piipad 4-uzlu, ale ve stromu neni mnoho 4-uzld,
nebot algoritmu je m4 snahu neustélc délit. Vnitini cyklus d214 jen jeden test navic (jestliZe
uzel mé dva Cervené synovske uzly je prvkem 4 uzlu), Algoritmus vklidini ma tvar:

E | prapra -» R

A G N pra -» | S

A C E H M P rodié | X

A - E L

Obr., 9a Cerveno-derny strom pred viaienim Y (viz Rotatc)



pravnuk

E L

Obr. 9b Cerveno-derny strom po viozeni Y (viz Rotate)

Obr. 9¢ Cerveno-Cerny strom po rotaci kol R (viz Roiate)



function RedBlackTreeinserl{K:integer; Root]: TPtr):TPtr;
(* funkce vraci ukazate! na vioZzeny uzel s kiltem K *)

var
prapra, (* praprarodi¢ uziu Root 4
pra, (* prarodic uziu Reot ®)
rodic:TPir; {* rodi¢ uzlu Root *)
begin .
rodic:=Root;  (* potaleéni nastaveni ukazatell na kofen *)
pra:=Root;
repeat
prapra:=pra, (* Posun praprarodi¢e dolG ¥)
pra:=rodic; (* Posun prarodice dol( *)
rodic:=Hoot; (* Pasun rodice doli *)
if K< Root".key
lhen Root:=Root".LPtr (* posun daleva nebo doprava *)

else Root:=Root".APtr;

if Root™.LPtr .red and Boot*.RPir*.red

then Root:=sp!it{K, prapra,pra,rodic,Root);
{* ceslou dold délime 4-uzly *)

until Root=z; {* z je pomocny 1zel s funkei nitu *)
new{Rocot); (* vytvofeni nového uziu *) |

Root® key:=K;

Root* . LPtr:=z; {* levy ukazatel je nil *)
Root*.APtr:=z; {* pravy ukazatel je nil %)

it K < rodic*.key { * piipojeni nového uzlu na rodi¢ovsky uzel *)
then rodic®.LPtr.=Root
else rodic* .RPir:=Root;

RedBlackTreelnsert:=Root; (* vraci se ukazatel na novy uzel *)

Root:=splil{K, prapfa.pra,mdic,ﬂnnt]: {(* déleni virtualniho 4—uzlu *)
end; .



Pfed rozdélenfm = represeniace RB siromam = pu. rozdslenf

X X X X-X
\ =/ \ =]\ =
X-X-X X X x| [x

a /A [ A AVAR

X X

aVASENAYA

Obr. 10 Rozdélovéni 4-uzlu pfipojeného k 2-uzlu

Pfed rozd3lenlm = representace RB stromam — po rozdélenl

X-X X X X(-X-X

=/ 1\ =]\ =/

XXX X X X X X X

ANAWAR Y AWAR \/

X X

AVARNATA

Qbr, 11 Rozdclovini 4-uziu pripojeného k 3-uzlu vpravo

Tyto situace jsou zcela zfejmé. Existuji viak dv€ siluace (a jejich dvi zrcadlové
varianty), které vyZaduji dodateénou tipravu — rotaci. Jsou to pfipojeni 4—uzlu ke 3—uzlu
zleva z zespodu, coZ ilustruji ndsledujici ukdzky:



Pled rozdélenim = representace RB stromem " ml»  porozdéleni 777

X-X X X

I \ => \ =2 \ == (iadn?::‘l?uché
x| X X rotace RR)

A \ \
1A

X X X

avAREAYA

Obr, 12 Rozdélovdni 4-uzlu pFipojenéhe na 3-uzel zleva

Dv& Servend hrany v scrif nejsou v RB stromech povoleny. Jejick viskyt sc odstrani
rotaci. Podobnd situace nastanc pii rozdélenf 4-uzlu pripojeného na 3-uzel zespodu:

Pfod rozd8lenim =2 representace RB stromem =>  po rozdélenl 777
XX X | X
=> [ \=> = (ﬂ%ﬁ
XXX X x roface DLR)
/A /
X X
\ \

avatiava

Obr, 13 Rozdélovdni 4-uzlu pripojeného na 3-uzel zleva
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Situaci na obr.12 fel{ jednoduch4 rotace. Jejf algoritmus je uveden ve funke rotate.
Ukazuje-li y na kofen, pak je ¢ pravy ukazatcl vzlu y a ge jo levy ukazalel uzlu ¢, Funkce
vrat{ ukazatel na vrcholovy 3—uzel stromy, ale neméni barvy, |

function rotate(K:integer; y. TP}y TPIr;
(* K je zadany kli¢ uziu a y je ukazatel na jeho otcovsky uzel,
funkce vraci ukazate!l na 3-uzel, ale neméni barvu hran;
Situaci ilustruji obr.9.a,b,¢c %)

var  syn, (* synovsky uzel
vauk: TPt (* vnukovsky uze! %)
begin
if K< y".key {* je zadany kii¢ mengi neZ ki¢ otce 7 %)

thenvnuk:=y*.LPtr  {* pak vnuk je levy uzelotce -
else vnuk:=y".RPtr,  (* pak vhuk je pravy uzel otce *)

if K < c".key (* je zadany kIi¢ mensi ne2 kli€¢ vnuka 7 *)
then begin
vnuk:=syn".LPr; {* rotace doprava *)

syn*.LPtr=vnuk*. RPir;
vnuk®.RPtr:=syn
end else begin (* rotace doleva *)
vhulk:=syn*, RPir;
syn®.APte=vauk".LPir;
vauk®.LPtr:=syn
end;

if K < y*.key
then y*.LPtr:=vnuk
else y" RPtri=vnuk;

rotate:=vnuk;
end;

Pro vyfeleni plipadu zobrazenébo na obr.12 slov¥{ funkce ,split*, kierd obarvi uzel
»Pra” na {erveno (viz pozn. v algoritmu split — (*A®)), vyvold rotaci Jolale(K,prapra)*
(pomn.(*B*)) a obarvi uzel x na ¢emo (pozn.(*C*)). To picorientuje 3-uzcl sestdvajicf ze
dvou uzld, na néZ ukazuje ,pra” a ,rodic”, a redukuje 1ento piipad na situaci z obr.11,
v ném je 3—uzel situovdn sprivné, Posledni piipad, ktery je nutno vyiesit, je zobrazen na
obr.13. V ném vychdz{ z vzlu seric dvou &ervenych hran se stfidavou orientaci, Tuto
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situaci fe¥f nastaven( rodic na hadnotu L rotate(K pra)* (pozn.(*D*)). To pfcorientuje
neZddoucl 3—uzel sestdvajlc! 2¢ dvouuzld, na néZ ukazuje rodic a x. Tyto uzly maji sicjnou
barvu, takZe nen{ zapotfebi 24dné plebarvovéni a sitvace sc transformuje pa pfipad .3
z obr.12. Kombinaci €10 sitvace a rotace pro 3, pfipad se fikd ,,dvojitd” ratace. Funkce
split musi zmé&nil barvu wzlu x a jeho d&ti a provést spodnf &4st dvojit€ ratace (je-li auind);
potom provede jednoduchou rotaci (je-li nuind).

functi

begin

end;

on split{K:integer; prapra,pra,rodic,x:TPir}:TPtr,

(* rodic a X jsou ukazatele na dva uzly v serii s potencialng
nezddoucimi &ervenymi hranami;

x je novy vkladany uzel, rodic,pra a prapra jsou jeho predci,
funkce vraci ukazatel na vicholovy uzel *)

x* red:=lrue; {* novy uzel bude Cerveny *)
x*.LPI* red:=false;  (* poduzly derveného jsou vidy Cerne ! ¥)
x*.APirt red:=false; (* poduzly éerveného jsou vidy éerné ! %)

if rodic*.red

ihen begin (* Pozn. A,B,C,Dviz lext. %
pra®.red:=true; (*AY)
if (K < pra®.key) <> (K < rodic*.key)
then rodic:=rotate (K, pra}; (*D*)
x:.=rotate(K prapra); (*B*)
x* red:=f{alse; | (*C"

end; :

head*. RPir*.red.=false; {* koien je po rozdéleni vidy Cerny *)

split:=x

¥ uvedené podob mi funkce split ponfkud hodn parameird. Je to z ddvodu vEtsi
srozunutclnostt, PFi praktickém pouZiti by ast byle vihedndj&i vnofit jejf deklaraci do
procedury RedBPlackTreclnscrt a pracovat s jejimi prom&nanymi pra,prapra a rodic jako
s globdlnimi proménnymi. JestliZe je kofen je 4—zel, pak bo funkce split udéld ervenym.
Z toho vyplyvd nutnost jcho transformace na 3-uzel a potfeba ,slepého” uzlu ,nad"
kofenem, kiery bude tutobarvu urlovak Za tim iéelem je picd zahdjenim price se stromem
nutné nésledujfcl operace inicializace:

procedure IntRBTree;

{* procedura vytvoli dva uzly prazdného stromu; ptistupovy uzel ,head”
a prazdny uzel 2", ktery pravym uzlem pfistupového uzlu a je na polatku
obarven na Cervena *)
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bégin '

new(z);

2" LPIr=z; z* RPtr:=z; {* Pomacny Nil ukazuje sam na sebe ¥)
z . red:=false; {* pomocny Nil je vidy cerny ¥)
new(Head); (* Piistupovy uzel ke kafeni stromu *)
Head".key:=0,

Head" RPir=z; (* Kofen je vZdy vpravo *)

end;

Pro uvedené procedury jsov definovany nisledujici lypy a pmmﬁnnﬁ: :

type
TPt="node;
node=record
key,datainteger;
- LPtr,RPir: TP,
red:Boolean;
end;
var S
Head, (* Pomocny uzel piistupu ke kofeni stromu,
Klery je vpravo *)
z.TPir; (* uzel pro pomoceny Nil; jeho ukazatelé
ukazuji zpét samy na sebe; ukazatel na
tento uzel znamena kenec cesty *)

3 HODNOCEN{ CERVENO-CERNYCH STROMU

Shmutfm vSech uvedenych algoritmd ziskdme vyhleddvac! mechanismus s vklddinim,
ktery zaruluje logaritmickou sloZitost vyhleddvani i vklidini, Pfesnd analyza pro prdmdr-
nou déliku vyhleddni nebyla zalim provedena, alc vysledky Edstecnych analyz a experi-
mentdlni vysledky jsou pfesvEd&ivé, Nejvfznamné;si jsou viasinosti RB stromd v nejhor-
%im ptipadé a nfzks fasovd slofitost vklidini s vyvaZenlm, Star3im mechanismem pro
vyvilenost vyhleddvini ve stromech je zaloZen na tzv, AVL stromech, pro néZ plati, e
viiky podstromill kaZdého uzlu AVL stromu s¢ il maximdlng o 1. Porudi-li sc tolo
pravidlo pfi vklidinf ncbo ruSenf, providi se rekonstrukce vyviZenasti prosifednictvim
rolaci. VyviZenf ale vyZaduje daldf cyklus, Vkldddni se provad( tak, Ze po vioicni s¢
algoritmus vracf po cesté zp&t a rotacemi znovuustavuje rovrovihn. U tichio stromd je
také nuiné 1fibitovd informace v kaZzdém uzlu o tom, zlda je uzel vievo lehdi, vyviieny
nebo vpravo t85i. Jinym mdmym mechanismem jsou 2-3 suomy, obsahujici pouze 2
a 3—uzly. Opcrace vklddani m4 v3ak také cyklus navic vicint rofaci, podobné jako u AVL
stromf, ,,Cerveno-¢emy“ mechanismus nihrady ,3—wadd” 1&chio siromd by situaci po-
mohl. 2-3—4-stromy jsou viak v¥hodn&jsf, protoZe vyhledivaji shora dold a snali se
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vloZit na tertmindlaich uzlech stromu, pokud to neni 4-uzel, Mctada 2-3 stromb 4
v¥hodu v tom, Z¢ s¢ na jedno vkldd4n! pravéd( jen jedna rotace, coZ miZe byt u ndkierych
aplikac{ v¥hodné, Implementace K10 mctody je v3ak ponlkud sloZitgdi, ncZ u ,lop—
down" metody 2-3-4-stromd, popsaod v této kapitole.
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